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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ óíêöèé  âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû (BP  branhing programs). Èçó÷àþòñÿ êëàññè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå BP è äâå
ìîäåëè êâàíòîâûõ BP  îäèí ðàç èçìåðÿþùèå è ìíîãî ðàç èçìåðÿþùèå BP, ñîîòâåòñòâåí-
íî èñïîëüçóþùèå åäèíñòâåííîå èçìåðåíèå â êîíöå âû÷èñëåíèé è èñïîëüçóþùèå èçìåðåíèÿ
ïîñëå êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî øàãà.
Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû òðè ðàçëè÷íûõ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ BP: ìåòîä âåðîÿòíîñò-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ BP, è äâà ðàçëè÷íûõ ìåòîäà êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
âåðîÿòíîñòíûõ BP. Äîêàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòü ìåòîäîâ, ïðèâîäèòñÿ èõ ñðàâíèòåëüíûé àíà-
ëèç. Êàê ñëåäñòâèå äîêàçàííûõ òåîðåì ïðèâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè, îïðå-
äåëÿåìûõ äëÿ ìîäåëè âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, êâàíòîâîå è êëàñ-
ñè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.
Ââåäåíèå
Èäåÿ î âîçìîæíîì èñïîëüçîâàíèè ýåêòîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â âû÷èñëå-
íèÿõ áûëà âûñêàçàíà â 80-õ ãîäàõ äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ (Þ.È. Ìàíèí [1℄, . Ôåé-
íìàí [2℄). Ñ òåõ ïîð îáëàñòü êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Áûëè
îïðåäåëåíû è àêòèâíî èññëåäóþòñÿ êâàíòîâûå àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìîäåëåé, òàêèõ, êàê àâòîìàòû, ñõåìû, âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû è ò. ä.
Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè êëàññàìè ñëîæíîñòè, íà îñíîâå êâàíòîâûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìîäåëåé áûëè îïðåäåëåíû ñëîæíîñòíûå êëàññû è ïîêàçàíû îñíîâíûå
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè. Íàèáîëåå àêòóàëüíîé èññëåäîâàòåëüñêîé çàäà÷åé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîèñê ïðîáëåì, ñëîæíûõ äëÿ êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé (èëè äëÿ êîòîðûõ
íåèçâåñòíû ýåêòèâíûå êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû), íî êîòîðûå ýåêòèâíî ðå-
øàþòñÿ â êâàíòîâûõ ìîäåëÿõ. Ê ñîæàëåíèþ, íà äàííûé ìîìåíò òàêèõ ïðèìåðîâ
íàéäåíî íåìíîãî, îäíèìè èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì Øîðà àêòîðèçàöèè ÷èñåë è àëãîðèòì ðîâåðà ïîèñêà â íåóïîðÿäî÷åííîé
áàçå äàííûõ. Íå ìåíåå âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòíûõ ñî-
îòíîøåíèé ìåæäó êëàññè÷åñêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìîäåëÿìè è èõ êâàíòîâûìè
àíàëîãàìè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ ìîäåëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ
áóëåâûõ óíêöèé  âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû. Èçâåñòíî, ÷òî ëîãàðèì ñëîæíîñòè
âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâóåò îáúåìó ïàìÿòè ìàøèíû Òüþðèíãà, à ìàêñè-
ìàëüíàÿ äëèíà âû÷èñëèòåëüíîãî ïóòè  âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ. Êâàíòîâûé àíàëîã
êëàññè÷åñêîé BP áûë âïåðâûå îïðåäåëåí â ðàáîòå [3℄. Äàííàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿëàñü
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíèòàðíûõ ýâîëþöèé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ çàêëþ÷èòåëü-
íûì èçìåðåíèåì êàê ïðîöåäóðîé èçâëå÷åíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ìîäåëü îäèí ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé BP. Èçâåñò-
íàÿ ìîäåëü ïåðåñòàíîâî÷íûõ áèíàðíûõ ïðîãðàìì, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå [4℄,
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ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàêîé ìîäåëè. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ óíêöèé, âû÷èñ-
ëèìûõ ïåðåñòàíîâî÷íûìè BP ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì NC1 óíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ñõåìàìè èç óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ëî-
ãàðèìè÷åñêîé ãëóáèíû ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè [4℄. Íåñêîëüêî èíûå ìîäåëè
êâàíòîâîé BP áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ [5, 6℄.
Â ðàáîòå [7℄ áûë ïðèâåäåí ïðèìåð óíêöèè, äëÿ êîòîðîé êâàíòîâûå âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû ìîãóò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî ýêîíîìíåå êàê äåòåðìèíèðîâàííûõ, òàê è
âåðîÿòíîñòíûõ ¾ñòàáèëüíûõ¿ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì. Ïîä ¾ñòàáèëüíûìè¿ ïîíèìà-
þòñÿ BP, ó êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ
âõîäíîé ïåðåìåííîé, íå çàâèñÿò îò íîìåðà óðîâíÿ, íà êîòîðîì îíè ïðèìåíÿþòñÿ.
Â ðàáîòå [8℄ áûëà îïðåäåëà ìîäåëü ìíîãî ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé BP. Â
ýòîé ìîäåëè êàæäûé øàã âû÷èñëåíèé ñîñòîèò èç óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïî-
ñëåäóþùåãî ïðîìåæóòî÷íîãî èçìåðåíèÿ. Ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäèòñÿ
èíàëüíîå èçìåðåíèå êàê ïðîöåäóðà èçâëå÷åíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé. Â ðàáî-
òå [8℄ áûëè ïðåäñòàâëåíû äâà ðàçëè÷íûõ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ: ìåòîä êëàññè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ îäèí ðàç èçìåðÿþùèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì è ìå-
òîä êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîêðàòíîãî èçìåðåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì
íîâûé ìåòîä êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ âåòâÿùèõñÿ
ïðîãðàìì ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîêðàòíîãî èçìåðåíèÿ. Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-
íèòåëüíûé àíàëèç äàííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ.
1. Îïðåäåëåíèÿ
Äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (BP  Branhing Program) íàä ìíî-
æåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn}  ýòî îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà
ñ êîíå÷íûìè âåðøèíàìè, ïîìå÷åííûìè íóëåì è åäèíèöåé (áóäåì íàçûâàòü èõ îò-
âåðãàþùèìè è ïðèíèìàþùèìè âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâåííî). Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ
âåðøèíà ïîìå÷åíà áóëåâîé ïåðåìåííîé x ∈ X , è èìååò äâà èñõîäÿùèõ ðåáðà, ïî-
ìå÷åííûõ íóëåì è åäèíèöåé ñîîòâåòñòâåííî. BP ïðåäñòàâëÿåò áóëåâó óíêöèþ
f : {0, 1}n → {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ f(σ) äëÿ âõîä-
íîãî íàáîðà σ ∈ {0, 1}n ñòàðòóåò èç âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû. Äëÿ êàæäîé
âíóòðåííåé âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé xj , îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç ýòîé
âåðøèíû ëèáî ïî 0 -ðåáðó, ëèáî ïî 1 -ðåáðó â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì σj , êîòî-
ðîå ïðèíèìàåò ïåðåìåííàÿ xj âî âõîäíîì íàáîðå. Çíà÷åíèå óíêöèè f äëÿ âõîäà
σ  ýòî çíà÷åíèå äîñòèãíóòîé êîíå÷íîé âåðøèíû.
Ñëîæíîñòü Size(P ) âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû P  ýòî êîëè÷åñòâî åå âíóòðåííèõ
âåðøèí.
Äëèíà Length(P ) âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû P  ýòî äëèíà åå ñàìîãî äëèííîãî
ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â êîíå÷íóþ.
Äëèíà BP î÷åâèäíûì îáðàçîì îöåíèâàåò âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
óíêöèè f â õóäøåì ñëó÷àå. Ñëîæíîñòü BP îöåíèâàåò ïàìÿòü, çàòðà÷èâàåìóþ
â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ.
Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ óðîâíåâîé, åñëè åå âåðøèíû ìîãóò áûòü ðàç-
áèòû íà óðîâíè 0, 1, . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ð¼áðà èç âåðøèí óðîâíÿ
i âåäóò òîëüêî â âåðøèíû óðîâíÿ (i+ 1) .
Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ BP P ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â óðîâíåâóþ BP P ′ , âû-
÷èñëÿþùóþ òó æå ñàìóþ óíêöèþ. Ïðè ýòîì äëèíà BP íå èçìåíèòñÿ, à ñëîæíîñòü
âîçðàñòåò íå áîëåå ÷åì â êâàäðàò [9℄.
Øèðèíà Width(P ) óðîâíåâîé BP P  ýòî ìàêñèìóì ÷èñëà âåðøèí íà óðîâíå,
âçÿòûé ïî âñåì óðîâíÿì ïðîãðàììû P .
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Óðîâíåâàÿ BP P íàçûâàåòñÿ çàáûâàþùåé, åñëè âî âñåõ âåðøèíàõ îäíîãî óðîâíÿ
P ñ÷èòûâàåòñÿ îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ.
Èçâåñòíî [4℄, ÷òî óðîâíåâàÿ BP ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â çàáûâàþùóþ ïóòåì
ïîëèíîìèàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ äëèíû è óäâîåíèÿ øèðèíû.
OBDD (Ordered Binary Deision Diagram)  ýòî âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà ñ îãðà-
íè÷åíèåì, ÷òî íà êàæäîì ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â êîíå÷íóþ âñå ïåðåìåííûå
ñ÷èòûâàþòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå.
Âåðîÿòíîñòíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (PBP  Probabilisti Branhing Program)
áûëà âïåðâûå îïðåäåëåíà â ðàáîòå Ô.Ì. Àáëàåâà, Ì. Êàðïèíñêîãî [10℄ êàê åñòå-
ñòâåííîå îáîáùåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé BP. Âåðîÿòíîñòíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà
 ýòî ïðîãðàììà, â êîòîðîé êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà èìååò âûõîäíóþ ñòåïåíü,
íå ìåíüøóþ 2. Ïðè ýòîì èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû âûõîäèò äâà òèïà ðåáåð
 ïîìå÷åííûå 0 è 1 . Êàæäîìó ðåáðó e ïðèïèñàíà âåðîÿòíîñòü p(e) , p(e) ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî, (0 ≤ p(e) ≤ 1) , òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñóììà âå-
ðîÿòíîñòåé âñåõ ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû, ïîìå÷åííûõ íóëåì (åäèíèöåé),
ðàâíà 1 . Âû÷èñëåíèå íà âõîäíîì íàáîðå σ ∈ {0, 1}n îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íà êàæäîì øàãå, íà÷èíàÿ ñ âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû, PBP P ñ÷è-
òûâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðèïèñàííîé âåðøèíå, è â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ñ÷èòàííîé ïåðåìåííîé ïåðåõîäèò â ñëåäóþùèå âåðøèíû ëèáî ïî 0 -ðåáðàì, ëèáî
ïî 1 -ðåáðàì ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ïðèïèñàííûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðàì. Âåðîÿò-
íîñòü PrP
a
(σ) ïðèíÿòèÿ PBP P âõîäà σ  ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âû÷èñëåíèå
íà âõîäå σ ïðèâåäåò â êîíå÷íóþ âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ åäèíèöåé.
Åñëè BP P  óðîâíåâàÿ BP, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
êàæäûé óðîâåíü BP ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåðøèí, ïåðåíóìåðîâàííûõ êàê
1, . . . , d (áóäåì íàçûâàòü èõ ñîñòîÿíèÿìè). Òîãäà â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìàêðîñî-
ñòîÿíèå BP ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè âåêòîðà ψ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé íà óðîâíå, è øàã ðàáîòû BP ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîðà ψ .
1.1. Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà. Ïóñòü Hd  d-ìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ñ íîðìîé ||.||2 . Ïóñòü QS  êâàíòîâàÿ èçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ d óñòîé÷èâûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè {1, . . . , d}. ×èñòîå ñîñòîÿíèå QS îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì |ψ〉 åäèíè÷íîé
äëèíû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hd â áàçèå {|1〉, . . . , |d〉} (áóäåì íàçûâàòü åãî
ñòàíäàðòíûì áàçèñîì), ãäå |i〉  âåêòîð-ñòîëáåö, i-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà
åäèíèöå, îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ, òî åñòü
|ψ〉 =
d∑
i=1
zi|i〉,
èëè êðàòêî |ψ〉 = (z1, . . . , zd) .
Âñþäó äàëåå áóäåì íàçûâàòü |ψ〉 êîíèãóðàöèåé. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî zi íàçû-
âàåòñÿ àìïëèòóäîé áàçèñíîãî ñîñòîÿíèÿ |i〉 â êîíèãóðàöèè |ψ〉 .
Ýâîëþöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ýâîëþöèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû (èçìåíåíèå
ñîñòîÿíèÿ QS çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè) çàäàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòî-
ðîì è îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè |ψ〉  êîíèãóðàöèÿ ñèñòåìû QS íà
òåêóùåì øàãå, òî íà ñëåäóþùåì øàãå êîíèãóðàöèÿ QS áóäåò |ψ′〉 , ãäå |ψ′〉 = U |ψ〉
è U  (d× d)-óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.
Èçìåðåíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû. Èçâëå÷åíèå èíîðìàöèè î QS èç êîíèãó-
ðàöèè |ψ〉 íàçûâàåòñÿ èçìåðåíèåì è çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêöèè.
Â ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà òèïà èçìåðåíèÿ: ïðîìåæóòî÷íîå è è-
íàëüíîå. Ïðîìåæóòî÷íîå èçìåðåíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà íåêîòîðîì ýòàïå âû÷èñëè-
òåëüíîãî ïðîöåññà, à èíàëüíîå èçìåðåíèå  ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèÿ. Áóäåì
çàäàâàòü èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [11, ãëàâà 1.6℄).
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Ïðîìåæóòî÷íîå èçìåðåíèå. Ïóñòü |ψ〉  òåêóùàÿ êîíèãóðàöèÿ è ïóñòü
Hd = W1 ⊕ · · · ⊕Wk  îðòîãîíàëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïðîñòðàíñòâà Hd . Èçìåðåíèå
O = {W1, . . . ,Wk} îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâ W1, . . . ,Wk ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1. Âûáèðàåòñÿ îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâ {W1, . . . ,Wk} . Âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïîä-
ïðîñòðàíñòâà Wi ðàâíà ||PWi (|ψ〉)||22 .
2. Ïîñëå âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèå |ψWi〉 = PWi(|ψ〉) íîðìàëèçóåòñÿ,
òî åñòü êîíèãóðàöèÿ |ψ′〉 ïîñëå èçìåðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé
|ψ′〉 = PWi(|ψ〉)||PWi (|ψ〉)||2
.
Âñÿ èíîðìàöèÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ |ψWi〉 , òåðÿåòñÿ.
3. Êàê ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ O ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå µ , êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ èñõîäîì èçìåðåíèÿ. Âñþäó â ðàáîòå µ åñòü èíîðìàöèÿ î òîì, êàêîå
èç ïîäïðîñòðàíñòâ W1, . . . ,Wk áûëî âûáðàíî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ, òî åñòü µ = i ,
ãäå i ∈ {1, . . . , k} .
Ïðîìåæóòî÷íîå èçìåðåíèå O ïðîèçâîäèòñÿ íà íåêîòîðîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ,
è äàëüíåéøèé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèò îò èñõîäà µ ýòîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
èçìåðåíèÿ.
Ôèíàëüíîå èçìåðåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð òåêóùåé êîíèãóðàöèè ïðîåöè-
ðóåòñÿ íà îäíî äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ W
a
, W
rej
: W
a
⊕W
rej
= Hd , W
a
⊥ W
rej
.
Áóäåì íàçûâàòü Wacc (Wrej ) ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðèíèìàþùèõ (îòâåðãàþùèõ) ñî-
ñòîÿíèé. Îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî W
a
áóäåì çàäàâàòü ïðè ïîìîùè
ìàòðèöû ïðîåêöèè M
a
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü |ψ〉  êîíèãóðàöèÿ è ïóñòü
ïîäïðîñòðàíñòâî W
a
⊆ Hd ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé çàäàåòñÿ ñèñòåìîé {|ei〉}ri=1
îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ. Ìàòðèöà ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþ-
ùèõ ñîñòîÿíèé M
a
 ýòî (d × d)-ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò r íåíóëåâûõ ñòðîê
M
a
[i1], . . . , Ma[ir] , îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ma[i] = (α1, . . . , αd) ,
ãäå |ei〉 = α1|1〉+ · · ·+αd|d〉 , òî åñòü Ma[i]  ýòî ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà
|ei〉 â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {|1〉, . . . , |d〉}.
Äëÿ êîíèãóðàöèè |ψ〉 âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèíèìàþùèõ
ñîñòîÿíèé ðàâíà
p
a
= ||M
a
|ψ〉||22.
1.2. Îïðåäåëåíèå îäèí ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé âåòâÿùåéñÿ
ïðîãðàììû. Ìîäåëü îäèí ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû
(measure-one QBP ), îïðåäåëåííàÿ êàê îáîáùåíèå óðîâíåâîé çàáûâàþùåé BP, áû-
ëà âïåðâûå ââåäåíà â ðàáîòå [3℄. Â ýòîé ìîäåëè èçìåðåíèå òåêóùåé êîíèãóðàöèè
ïðîèçâîäèòñÿ îäèí ðàç ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.
Îïðåäåëåíèå 1. Îäèí ðàç èçìåðÿþùàÿ êâàíòîâàÿ BP øèðèíû d è äëèíû l
((d, l)- MO -QBP ) åñòü
P =
(|ψ0〉, T,Ma
)
,
ãäå |ψ0〉  íà÷àëüíàÿ êîíèãóðàöèÿ P , || |ψ0〉||2 = 1 , T = {〈ji, Ui(0), Ui(1)〉}li=1 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d-ìåðíûõ êâàíòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû QS ñ
d óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè, ãäå Ui(0) , Ui(1)  óíèòàðíûå (d×d)-ìàòðèöû, Ma 
(d× d)-ìàòðèöà ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé.
Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ íà âõîäíîì íàáîðå σ = σ1, . . . , σn ∈ {0, 1}n îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
• Âû÷èñëåíèå íà÷èíàåòñÿ èç íà÷àëüíîãî âåêòîðà |ψ0〉 .
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• Íà i-ì øàãå âû÷èñëåíèÿ (i = 1, . . . , l ) P ñ÷èòûâàåò çíà÷åíèå âõîäíîé ïå-
ðåìåííîé xji = σji è ïðåîáðàçóåò òåêóùèé âåêòîð êîíèãóðàöèè |ψ〉 â |ψ′〉 =
= Ui(σji )|ψ0〉 .
• Ïîñëå ïîñëåäíåãî l -ãî øàãà P ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå èíàëüíîãî âåêòîðà
êîíèãóðàöèè |ψ
nal
〉 = Ul(σil) · · ·U1(σi1 )|ψ0〉 , çàäàâàåìîå ìàòðèöåé ïðîåêöèè Ma
íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé.
• Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ âõîäíîãî íàáîðà σ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
Pr
a
(σ) = ||M
a
|ψ
nal
〉||22.
1.3. Îïðåäåëåíèå ìíîãî ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðî-
ãðàììû. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ìîäåëè, â ìîäåëè ìíîãî ðàç èçìåðÿþùåé êâàí-
òîâîé BP (measure-many QBP ) èçìåðåíèå òåêóùåé êîíèãóðàöèè ïðîèçâîäèòñÿ
ïîñëå êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî øàãà, è âûáîð äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çà-
âèñèò îò èñõîäà èçìåðåíèÿ. Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè èçìåðåíèÿ â õîäå âû÷èñëåíèÿ
íàðóøàåò îáðàòèìîñòü ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ.
Ïóñòü Hd = W1 ⊕ · · · ⊕Wk , k ≤ d  îðòîãîíàëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïðîñòðàíñòâà
Hd íà ïîäïðîñòðàíñòâà W1, . . . ,Wk .
Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãî ðàç èçìåðÿþùàÿ êâàíòîâàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà
øèðèíû d è äëèíû l ((d, l)-MM -QBP ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
P =
(|ψ0〉, R,Macc
)
,
ãäå |ψ0〉  íà÷àëüíàÿ êîíèãóðàöèÿ, R  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (äëèíû l ) d-ìåðíûõ
êâàíòîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû QS ñ d-óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè,
îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
R = {〈ji, U1i (0), . . . , Uki (0), U1i (1), . . . , Uki (1)〉}li=1.
Çäåñü U ji (0) è U
j
i (1) , i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , k  óíèòàðíûå (d×d)-ìàòðèöû, Ma 
ìàòðèöà ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé.
P îñóùåñòâëÿåò âû÷èñëåíèå íà âõîäíîì íàáîðå σ = σ1 . . . σn ∈ {0, 1}n ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.
• Âû÷èñëåíèå íà÷èíàåòñÿ èç íà÷àëüíîé êîíèãóðàöèè |ψ0〉 .
• Êàæäûé øàã j (j = 1, . . . , l ) ðàáîòû ïðîãðàììû P ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
Èçìåðåíèå: Ïðîèçâîäèòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå èçìåðåíèå O = {W1, . . . ,Wk} òå-
êóùåé êîíèãóðàöèè |ψ〉 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâ W1, . . . ,Wk . åçóëüòàò
èçìåðåíèÿ  âåðîÿòíîñòíûé. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâà Wi ðàâíà
||PWi (|ψ〉)||22 . Â êà÷åñòâå èñõîäà èçìåðåíèÿ O íà j -ì øàãå ïðîãðàììà P âûäà-
åò çíà÷åíèå µj ∈ {1, . . . , k} . Êîíèãóðàöèÿ ïîñëå èçìåðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé
|ψ′〉 =
PWµj (|ψ〉)
||PWµj (|ψ〉)||2
;
Ïðåîáðàçîâàíèå: P ïðèìåíÿåò ê òåêóùåé êîíèãóðàöèè |ψ′〉 óíèòàðíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå U
µj
j (σij ) , îïðåäåëÿåìîå èñõîäîì èçìåðåíèÿ µj íà j -ì øàãå è âõîäíûì
ñèìâîëîì xij = σij .
• Ïîñëå l -ãî (ïîñëåäíåãî) øàãà P ïðîèçâîäèò èíàëüíîå èçìåðåíèå òåêóùåé
êîíèãóðàöèè, çàäàâàåìîå ìàòðèöåé ïðîåêöèè M
a
.
50 À.Ô. ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂÀ
1.4. Ïðåäñòàâëåíèå óíêöèé. Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà P (êâàíòîâàÿ èëè âå-
ðîÿòíîñòíàÿ) âû÷èñëÿåò óíêöèþ f ñ íåèçîëèðîâàííîé îøèáêîé (â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå  unbounded error), åñëè äëÿ ëþáîãî σ ∈ f−1(1) âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ
ïðîãðàììîé P âõîäà σ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó PrP
a
(σ) > 1/2 è äëÿ ëþáîãî
σ′ ∈ f−1(0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî PrP
a
(σ′) < 1/2 . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì òàêæå
ãîâîðèòü, ÷òî P âû÷èñëÿåò óíêöèþ f ñ íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñå÷åíèÿ 1/2 ;
Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà P (êâàíòîâàÿ èëè âåðîÿòíîñòíàÿ) âû÷èñëÿåò óíêöèþ f
ñ èçîëèðîâàííîé îøèáêîé (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå  bounded error), åñëè ñó-
ùåñòâóåò ε ∈ (0, 1/2] òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ f−1(1) âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ
ïðîãðàììîé P âõîäà σ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî PrP
a
(σ) ≥ 1/2 + ε è äëÿ ëþáîãî
σ′ ∈ f−1(0) âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ïðîãðàììîé P âõîäà σ′ óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó PrP
a
(σ′) ≤ 1/2 − ε . Ïðè ýòîì áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî ïðîãðàììà P
âû÷èñëÿåò f ñ ε-èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñå÷åíèÿ 1/2 .
1.5. Êëàññû ñëîæíîñòè. Îïðåäåëèì êëàññû ñëîæíîñòè íà îñíîâå êëàññè÷å-
ñêèõ è êâàíòîâûõ îäèí ðàç è ìíîãî ðàç èçìåðÿþùèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì.
• BPP -BP , PP -BP  êëàññû óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ñ èçîëèðîâàííîé è
íåèçîëèðîâàííîé îøèáêàìè ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòíûìè âåòâÿùèìèñÿ
ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.
• BQP -BPMO (BQP -BPMM ), PrQP -BPMO (PrQP -BPMM )  êëàññû óíê-
öèé, âû÷èñëèìûõ ñ èçîëèðîâàííîé è íåèçîëèðîâàííîé îøèáêàìè ñîîòâåò-
ñòâåííî îäèí ðàç èçìåðÿþùèìè (ìíîãî ðàç èçìåðÿþùèìè) êâàíòîâûìè áè-
íàðíûìè ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.
• BPP -OBDD , PP -OBDD  êëàññû óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ñ îãðàíè÷åííîé
è íåîãðàíè÷åííîé îøèáêàìè ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòíûìè OBDD ïîëè-
íîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.
• BQP -OBDDMO (BQP -OBDDMM ), PrQP -OBDDMO (PrQP - OBDDMM ) 
êëàññû óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ñ îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé îøèáêàìè
ñîîòâåòñòâåííî ìíîãî ðàç èçìåðÿþùèìè êâàíòîâûìè OBDD ïîëèíîìèàëü-
íîé ñëîæíîñòè.
2. Êëàññè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Òåîðåìà 1 (êëàññè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå [8℄). Ïóñòü f âû÷èñëèìà ñ íåîãðà-
íè÷åííîé (îãðàíè÷åííîé) îøèáêîé îäèí ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé âåòâÿùåéñÿ
ïðîãðàììîé QBP Q . Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà
PBP P , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò f ñ íåîãðàíè÷åííîé îøèáêîé è ïðè ýòîì
Width(P ) = 4Width2(Q) + 3, Length(P ) = Length(Q).
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îäèí ðàç èçìåðÿþùàÿ êâàí-
òîâàÿ è âåðîÿòíîñòíàÿ BP ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé âû÷èñëèòåëüíîé
ìîäåëè îáùåãî âèäà  ëèíåéíîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû (LBP). Ìîäåëü ëèíåé-
íîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû øèðèíû d è äëèíû l óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿíèå òàêîé LBP P îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì d-
ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K . Âû÷èñëåíèÿ íà âõîäíîì íàáîðå
σ = σ1, . . . , σn íà÷èíàþòñÿ èç íà÷àëüíîãî âåêòîðà µ0 . Íà i-ì øàãå âû÷èñëåíèÿ
(i = 1, . . . , l ) P ñ÷èòûâàåò çíà÷åíèå âõîäíîé ïåðåìåííîé xji = σji è ïðåîáðàçóåò
òåêóùèé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ µ , èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Mi(0) (Mi(1)),
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åñëè xji = 0 (xji = 1). Ïîñëå ïîñëåäíåãî l -ãî øàãà òåêóùèé âåêòîð µ ïðîåöèðóåòñÿ
íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì èíàëü-
íûé âåêòîð µ
nal
. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ âõîäíîãî ñëîâà x = x1, . . . , xn îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê íîðìà âåêòîðà µ
nal
. Èñïîëüçóÿ òàêîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé BP, èìååì
ñëåäóþùåå.
• Âåðîÿòíîñòíàÿ BP  ýòî LBP íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé èñïîëüçóåò íîðìó ‖ · ‖1 . Âåêòîðà µ ñîñòîÿíèé ïðîãðàììû 
âåùåñòâåííûå âåêòîðà, ïðè ýòîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ‖µ‖1 = 1 (çà èñ-
êëþ÷åíèåì èíàëüíîãî âåêòîðà µ
nal
). Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòðè-
öàìè, ñòîõàñòè÷åñêèìè ïî ñòîëáöàì (ñîõðàíÿþùèìè ‖·‖1 ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà).
• Êâàíòîâàÿ BP  ýòî LBP íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé èñïîëüçóåò íîðìó ‖ · ‖2 . Âåêòîðà µ ñîñòîÿíèé ïðîãðàììû  êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå âåêòîðà, ïðè ýòîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ‖µ‖2 = 1 (çà èñêëþ÷å-
íèåì èíàëüíîãî âåêòîðà µ
nal
). Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûìè óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè (ñîõðàíÿþùèìè ‖ ·‖2 ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà).
Ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåîäîëåíèè óêàçàííûõ ðàçëè÷èé íàä
äàííûìè äâóìÿ ðàçíîâèäíîñòÿìè LBP øàã çà øàãîì. Ïðè ýòîì äëèíà âåòâÿùåé-
ñÿ ïðîãðàììû íå óâåëè÷èâàåòñÿ, øèðèíà âîçðàñòàåò êâàäðàòè÷íî. Îäíàêî ìîæåò
áûòü ïîòåðÿíî ñâîéñòâî èçîëèðîâàííîñòè îøèáêè, òî åñòü åñëè QBP âû÷èñëÿëà f ñ
îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, òî ïîñòðîåííàÿ PBP ìîæåò âû÷èñëÿòü f ñ íåîãðàíè÷åííîé
îøèáêîé.
Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â [8℄.
Ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 1 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè:
BQP -BPMO ⊆ PP -BP,
PrQP -BPMO ⊆ PP -BP,
BQP -OBDDMO ⊆ PP -OBDD,
PrQP -OBDDMO ⊆ PP -OBDD
3. Êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå
Ñîãëàñíî çàêîíàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðåîáðàçîâàíèÿ èçîëèðîâàííîé êâàíòî-
âîé ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ
óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èõ îáðàòèìîñòü. Åäèíñòâåííûì íåîáðàòè-
ìûì ïðåîáðàçîâàíèåì òàêîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èçìåðåíèå (èçâëå÷åíèå
ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé). Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â õîäå êëàññè÷åñêèõ âû-
÷èñëåíèé, â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò íåîáðà-
òèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî èíîðìàöèè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
èñõîäíûõ àðãóìåíòîâ. Ïðèìåíåíèå èçìåðåíèÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ íàðóøàåò
îáðàòèìîñòü ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ. Äàííûé ñïîñîá èñïîëüçóåòñÿ â ïåðâîì ìåòî-
äå êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ  ìîäåëèðîâàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîêðàòíîãî
èçìåðåíèÿ. Â MM -QBP ïîñëå êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî øàãà ïðîèçâîäèòñÿ èç-
ìåðåíèå òåêóùåé êîíèãóðàöèè, è âûáîð äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñèò îò
èñõîäà èçìåðåíèÿ.
Äðóãîé ñïîñîá ñäåëàòü íåîáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìûìè  õðàíèòü âñþ
òðàåêòîðèþ âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî ýòî ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó óâåëè÷åíèþ
ñëîæíîñòè. Âòîðîé ïðåäëàãàåìûé íàìè ìåòîä êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëü-
çóåò ñîõðàíåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé íå íà âñåé òðàåêòîðèè âû÷èñëåíèÿ,
à òîëüêî íà íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ øàãàõ. Ñîõðàíåíèå ñîñòîÿíèé âû÷èñëåíèé íà
íåêîòîðûõ øàãàõ ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âñþ èñòîðèþ âû÷èñëåíèÿ.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè â ïåðâîì èç ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ìåòîäîâ êâàíòîâîñòü
èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, òî âî âòîðîì
ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò êâàíòîâûé ïàðàëëåëèçì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè â âå-
ðîÿòíîñòíîé BP âåðîÿòíîñòíûì îáðàçîì ïðîèñõîäèò âûáîð îäíîé èç òðàåêòîðèé
âû÷èñëåíèé, òî â êâàíòîâîé BP âñå âû÷èñëèòåëüíûå òðàåêòîðèè âûïîëíÿþòñÿ îä-
íîâðåìåííî, êàæäàÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäîé.
3.1. Êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå ñ ìíîãîêðàòíûì èçìåðåíèåì.
Òåîðåìà 2 (êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîêðàòíîãî
èçìåðåíèÿ [8℄). Ïóñòü óíêöèÿ f âû÷èñëèìà âåðîÿòíîñòíîé çàáûâàþùåé âåò-
âÿùåéñÿ ïðîãðàììîé (d, l)-PBP P . Òîãäà îíà âû÷èñëèìà ìíîãî ðàç èçìåðÿþùåé
êâàíòîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé (d, l)-MM -QBP Q òàêîé, ÷òî
PrQacc(σ) = Pr
P
acc(σ) äëÿ âñåõ σ ∈ {0, 1}n.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâîé BP èñ-
ïîëüçóåòñÿ êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè.
Åñëè p  êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0 è
1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, òî åå ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíî êâàíòîâûì
êóáèòîì q , ïðèãîòîâëåííûì â ñîñòîÿíèè |q〉 = (1/√2, 1/√2)T . Èçìåðÿÿ äàííîå
ñîñòîÿíèå ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó {|0〉, |1〉} , êàê ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ
ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèå êóáèòà ðàâíûì 0 èëè 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Àíàëîãè÷íî,
åñëè p  êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå i (i =
= 1, . . . , d) ñ âåðîÿòíîñòüþ pi , åå ïîâåäåíèå ìîäåëèðóåòñÿ êâàíòîâîé ñèñòåìîé èç
log d1 êóáèòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|ψ〉 = (1, 0, . . . , 0) U−→ (√p1, . . . ,√pd),
Èçìåðÿÿ ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå ïî îòíîøåíèÿ ê ñòàíäàðòíîìó áàçèñó {|1〉, . . . , |d〉} ,
ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèå i ñ âåðîÿòíîñòüþ pi .
Ìåòîä êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãîêðàòíîãî èçìåðåíèÿ
èñïîëüçóåò èçìåðåíèå òåêóùåé êâàíòîâîé ñóïåðïîçèöèè ïî îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðò-
íîìó áàçèñó íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ. Ïîñëå êàæäîãî èçìåðåíèÿ ìû èìååì
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ êâàíòîâîé BP â áàçèñíûõ ñîñòîÿíèÿõ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì âåðîÿòíîñòíîé BP. Óíèòàðíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ, çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ñ÷èòàííîé
âõîäíîé ïåðåìåííîé, è îò ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåãî èçìåðåíèÿ.
Íà îñíîâå äàííîãî ìåòîäà êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî âåðîÿòíîñòíîé BP, âû-
÷èñëÿþùåé óíêöèþ f ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, ñòðîèòñÿ êâàíòîâàÿ BP, èñïîëü-
çóþùàÿ èçìåðåíèå òåêóùåé ñóïåðïîçèöèè íà êàæäîì øàãå. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííàÿ
êâàíòîâàÿ ìíîãî ðàç èçìåðÿþùàÿ BP áóäåò âû÷èñëÿòü óíêöèþ f ñ òîé æå âå-
ðîÿòíîñòüþ è áóäåò èìåòü òó æå äëèíó è øèðèíó, ÷òî è èñõîäíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
BP, íàïðèìåð, åñëè èñõîäíàÿ BP áûëà îäèí ðàç ÷èòàþùåé BP, òî ïîñòðîåííàÿ BP
áóäåò îäèí ðàç ÷èòàþùåé BP. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðèâåäåíî â [8℄.
Ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 2 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè:
BPP -BP ⊆ BQP -BPMM ,
PP -BP ⊆ PrQP -BPMM ,
BPP -OBDD ⊆ BQP -OBDDMM ,
PP -OBDD ⊆ PrQP -OBDDMM .
1
Âñå ëîãàðèìû â äàííîé ðàáîòå áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2 .
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3.2. Êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå ñ îäíîêðàòíûì èçìåðåíèåì. Ìåòîä
êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ìíîãîêðàòíûì èçìåðåíèåì èñïîëüçóåò èçìåðåíèå òå-
êóùåé êâàíòîâîé ñóïåðïîçèöèè äëÿ íàðóøåíèÿ îáðàòèìîñòè âû÷èñëåíèé. Ïðè ýòîì
íà êàæäîì øàãå ìû ïîëíîñòüþ çàáûâàåì èñòîðèþ ïðîøåäøèõ âû÷èñëåíèé. Â äàí-
íîì ïóíêòå ìû îïèøåì ìåòîä êâàíòîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé BP ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îäíîêðàòíîãî èçìåðåíèÿ ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèé.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèå è îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â ýòîì
ïóíêòå.
×åðåç In áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n × n . Ïóñòü a =
= (a1, . . . , an) , b = (a1, . . . , bm) . Òåíçîðíîå (ïðàâîå êðîíåêåðîâî) ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ a è b  ýòî âåêòîð ðàçìåðíîñòè nm , îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: a ⊗ b = (a1b1, a1, b2, . . . , a1bm, . . . , anbm) . Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå k âåêòîðîâ
a áóäåì îáîçíà÷àòü a⊗k .
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö
A =


a11 · · · a1n
.
.
.
.
.
.
.
.
.
am1 · · · amn

 è B =


b11 · · · b1k
.
.
.
.
.
.
.
.
.
bl1 · · · blk


åñòü (ml × nk)-ìàòðèöà
A⊗B =


a11B · · · a1nB
.
.
.
.
.
.
.
.
.
am1B · · · amnB

 .
Îïðåäåëåíèå 3. Âåðîÿòíîñòíóþ âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó P áóäåì íàçûâàòü âåò-
âÿùåéñÿ ïðîãðàììîé íîðìàëüíîé îðìû, åñëè P èìååò ñëåäóþùèé âèä:
• P ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè: âåðîÿòíîñòíóþ, ñîäåðæàùóþ òîëüêî âå-
ðîÿòíîñòíûå âåðøèíû, è äåòåðìèíèðîâàííóþ, ñîäåðæàùóþ òîëüêî äåòåðìèíèðî-
âàííûå âåðøèíû;
• âåðîÿòíîñòíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû P íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ÷àñòè ïðîãðàììû è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðåâî ñ êîðíåì  íà÷àëüíîé âåðøèíîé P ;
Òåîðåìà 3 [12℄. Ïóñòü f : {0, 1}n → {0, 1}  áóëåâà óíêöèÿ íàä ìíîæåñòâîì
ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn} , P  âåðîÿòíîñòíàÿ BP, âû÷èñëÿþùàÿ óíêöèþ f
ñ ε-èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñå÷åíèÿ 1/2 (0 < ε < 1/2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ : 0 <
< δ < ε ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ BP P ′ òàêàÿ, ÷òî:
• P ′ âû÷èñëÿåò óíêöèþ f ñ (ε− δ)-èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñå÷åíèÿ 1/2 ;
• P ′ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé BP íîðìàëüíîé îðìû;
• S(P ′) = O(n/δ2S(P )) .
Òåîðåìà 4 (êâàíòîâîå ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîêðàòíî-
ãî èçìåðåíèÿ). Ïóñòü óíêöèÿ f âû÷èñëèìà ñ îãðàíè÷åííîé (íåîãðàíè÷åííîé)
îøèáêîé âåðîÿòíîñòíîé BP P . Òîãäà îíà âû÷èñëèìà ñ îãðàíè÷åííîé (íåîãðàíè-
÷åííîé) îøèáêîé îäèí ðàç èçìåðÿþùåé êâàíòîâîé BP Q è ïðè ýòîì
Length(Q) = O(Length(P )k),
Width(Q) = O(Width(P )c log(Length(P ))),
ãäå k, c  íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P  âåðîÿòíîñòíàÿ BP, âû÷èñëÿþùàÿ óíêöèþ f ñ
îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé BP Q , âû÷èñëÿþùåé f ,
ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé êîíèãóðàöèè ïðîãðàì-
ìû Q , îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé è îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
èíàëüíûõ ñîñòîÿíèé (çàäàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé) ïðî-
ãðàììû Q .
Ïåðâûé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ  îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé êîíèãóðàöèè. Ïî PBP P
ñòðîèì PBP P ′ íîðìàëüíîé îðìû. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü ïðîãðàììû âîçðàñòàåò ïî
ïîðÿäêó íå áîëåå ÷åì â n ðàç. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 P ′ âû÷èñëÿåò f ñ îãðàíè÷åííîé
îøèáêîé.
Ïóñòü µ = (p1, . . . , pd)  âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðøèí ïðîãðàììû P
′
ïî-
ñëå ñ÷èòûâàíèÿ âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì |a〉 = (√p1, . . .√pd)T .
Âòîðîé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ  îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé.
Íà äàííîì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåì äåòåðìèíèðîâàííóþ ÷àñòü ïðî-
ãðàììû P ′ . Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç D . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî D
ÿâëÿåòñÿ óðîâíåâîé, çàáûâàþùåé è âñå óðîâíè èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî d
âåðøèí, ïåðåíóìåðîâàííûõ 1, . . . , d . Ïóñòü l  äëèíà ïðîãðàììû D , TD = {〈ji,
Mi(0), Mi(1)〉}li=1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé äåòåðìèíèðîâàííîé ïðî-
ãðàììû D , Mi(0), Mi(1)  áóëåâû (d × d)-ìàòðèöû ïåðåõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå
i-ìó óðîâíþ ïðîãðàììû D , êàæäûé ñòîëáåö êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäíó åäè-
íèöó. À èìåííî, â ìàòðèöàõ Mi(σ) , (i = 1, . . . , l, σ ∈ {0, 1} åäèíèöà ñòîèò íà
ïåðåñå÷åíèè s-ãî ñòîëáöà è s′ -é ñòðîêè, åñëè â BP D åñòü ðåáðî èç âåðøèíû s
i-ãî óðîâíÿ â âåðøèíó s′ (i+ 1)-ãî óðîâíÿ, ïîìå÷åííîå σ .
Åñëè ïðîãðàììà D ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà êàæäîì óðîâíå
ðåàëèçóþò íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó íà d âåðøèíàõ. Â ýòîì ñëó÷àå Mi(0), Mi(1),
i = 1, . . . , l,  ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé êâàíòîâîé ïðîãðàììû Q îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
TQ = {〈ji,Mi(0),Mi(1)〉}li=1.
Íà÷àëüíóþ êîíèãóðàöèþ ïðîãðàììû Q îïðåäåëèì êàê |ψ0〉 = |a〉.
Åñëè ïðîãðàììà D íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ñòàäèè ìî-
äåëèðîâàíèÿ.
Íà äàííîé ñòàäèè ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [13℄.
Â îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ èãðà. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ k + 1
êàìåíü, îäèí èç êîòîðûõ ïîñòîÿííî ëåæèò íà ïîçèöèè 0, à îñòàëüíûå â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿòñÿ â êó÷å. Íà êàæäîì øàãå ìû ìîæåì ëèáî ïîëîæèòü êà-
ìåíü íà ïîçèöèþ i , ëèáî ñíÿòü åãî ñ ïîçèöèè i . Íî ïðè ýòîì è ïîëîæèòü, è ñíÿòü
êàìåíü âîçìîæíî, òîëüêî åñëè íà i−1 ïîçèöèè óæå íàõîäèòñÿ äðóãîé êàìåíü. Öåëü
èãðû  ïîëîæèòü êàìåíü êàê ìîæíî äàëüøå îò ïîçèöèè 0.
Ïóñòü dk  íàèáîëåå óäàëåííàÿ ïîçèöèÿ îò ïîçèöèè 0, íà êîòîðóþ ìû ìîæåì
ïîëîæèòü êàìåíü, tk  ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî. Â [13℄ áûë ïðåäëîæåí
ñëåäóþùèé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì P (k) :
1) åñëè k = 0 , òî dk = 0 è íè÷åãî äåëàòü íå íàäî;
2) åñëè k > 0 , òî çàïóñêàåì àëãîðèòì P (k−1), ÷òîáû ïîëîæèòü êàìåíü â ïîçèöèþ
dk−1 , êëàäåì êàìåíü â ïîçèöèþ dk−1 + 1 , ñîáèðàåì k − 1 êàìåíü â êó÷ó, çàïóñêàÿ
àëãîðèòì, îáðàòíûé ê P (k−1), è âûïîëíÿåì P (k−1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáðàííûõ
êàìíåé, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ïîçèöèè ïîçèöèþ dk−1 + 1 .
Èíäóêöèåé íåñëîæíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äàííîé ñòðàòåãèè dk = 2
k − 1 , tk =
= (3k − 1)/2 . Ïîêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî äàííàÿ ñòðàòåãèÿ íåóëó÷øàåìà [13℄.
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Àíàëîãè÷íî [13℄ áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ïðîãðàììû
Q ñîãëàñíî ýòîé ñòðàòåãèè. Êâàíòîâàÿ BP Q óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæ-
äûé óðîâåíü BP Q ñîäåðæèò dk âåðøèí, ãäå k ìû îïðåäåëèì ïîçäíåå. Âåðøèíû
ïåðåíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èìååò k èíäåêñîâ i1, . . . , ik ,
ãäå 1 ≤ ij ≤ d.
Íà÷àëüíàÿ êîíèãóðàöèÿ  |ψ0〉 = |a〉 ⊗ |e〉⊗(k−1), ãäå |e〉 = (1, 0, . . . , 0)T  d-
ìåðíûé âåêòîð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíèãóðàöèÿ ïðîãðàììû Q ñîñòîèò èç k
ðåãèñòðîâ |r1〉, . . . , |rk〉 , ãäå êàæäûé ðåãèñòð ñîäåðæèò d ñîñòîÿíèé |1〉, . . . , |d〉 ,
ïðåäñòàâëåííûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäîé. Êâàíòîâàÿ BP Q ìîäåëèðóåò
ïðîãðàììó D ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ k ðåãèñòðîâ ñîãëàñíî îïèñàííîé âûøå
ñòðàòåãèè èãðû. Ïðè ýòîì ðåãèñòðû èãðàþò ðîëü êàìíåé, à óðîâíè ïðîãðàììû
D ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèÿì, íà êîòîðûå ìîæåì êëàñòü êàìíè. Åñëè i-é ðåãèñòð
õðàíèò ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû D íà íåêîòîðîì óðîâíå, òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó,
÷òî i-é êàìåíü ïîêðûâàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèþ. Åñëè ðåãèñòð íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè |e〉 , òî ýòî çíà÷èò, ÷òî êàìåíü ëåæèò â êó÷å. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëü-
íàÿ êîíèãóðàöèÿ |ψ0〉 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ èãðû  îäèí êàìåíü
ëåæèò â íóëåâîé ïîçèöèè, îñòàëüíûå k − 1 êàìåíü íàõîäÿòñÿ â êó÷å.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé TQ = {〈ji, Ui(0), Ui(1)〉}mi=1 îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé TD è ñòðàòåãèåé èãðû. Êâàíòîâàÿ BP
Q ìîäåëèðóåò ðàáîòó ïðîãðàììû D , âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîãî óðîâíÿ
ïðîãðàììû D â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü íà øàãå j â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé èãðû ìû êëàäåì êàìåíü â ïîçè-
öèþ n . Ïðè ýòîì â ïîçèöèè n − 1 óæå ëåæèò äðóãîé êàìåíü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Q âû÷èñëÿåò ñîñòîÿíèå BP D íà óðîâíå n èç ñîñòîÿíèÿ íà óðîâíå n − 1 . Ïðè
ýòîì äëÿ ðàçìåùåíèÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ Q èñïîëüçóåò íåêîòîðûé ïóñòîé ðåãèñòð
|rt〉 (íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè |e〉), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû èñïîëüçóåì
t-é êàìåíü, ÷òîáû ïîêðûòü ïîçèöèþ n , à íåêîòîðûé ðåãèñòð |rs〉 ïðè ýòîì õðàíèò
ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû D íà (n− 1)-ì óðîâíå. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî |rs〉 è |rt〉  äâà ñîñåäíèõ ðåãèñòðà, òî åñòü t = s + 1 . Ïðåîáðàçîâàíèå
íà j -ì øàãå çàäåéñòâóåò òîëüêî ðåãèñòðû |rs〉 è |rt〉 è òîæäåñòâåííî íà îñòàëüíûõ
k − 2 ðåãèñòðàõ. Òî åñòü Uj(σ) = Id ⊗ · · · ⊗ Id ⊗ Ustj (σ)⊗ Id ⊗ · · · ⊗ Id.
Ìàòðèöà Ustj (σ)  ýòî d
2 × d2 áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ãäå íà äèàãîíàëè
ñòîÿò d× d-ìàòðèöû B1(σ), . . . , Bd(σ) . Ìàòðèöû Bv(σ), v = 1, . . . , d, îïðåäåëÿþò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Mn−1(σ) âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû D . À èìåííî, äëÿ êàæäîãî
Bv(σ), v = 1, . . . , d,  ýòî ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû, ïåðåñòàâëÿþùèå ñîñòîÿíèÿ 1
è v′ , åñëè â ïðîãðàììå D ñóùåñòâóåò ïîìå÷åííîå σ ðåáðî, âåäóùåå èç âåðøèíû v
(n−1)-ãî óðîâíÿ â âåðøèíó v′ n-ãî óðîâíÿ. Ïåðåñòàíîâêà íà îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ
òîæäåñòâåííà. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ñîñòîÿíèå ðåãèñòðîâ |rs〉 è |rt〉 ïîñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ |1〉B1(σ)|rt〉+|d〉Bd(σ)|rt〉 . Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v (n−1)-ãî
óðîâíÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçìåùàåòñÿ â ñâîåì ó÷àñòêå ïàìÿòè. Åñëè |rs〉
è |rt〉 íå ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ñîñåäíèìè ðåãèñòðàìè, òî ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî è îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé.
Ïóñòü íà øàãå j â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé èãðû ìû ñíèìàåì êàìåíü ñ ïîçèöèè
n . Ïðè ýòîì â ïîçèöèè n− 1 òàêæå äîëæåí ëåæàòü êàìåíü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû
âûïîëíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå òîìó, êîòîðîå ìû âûïîëíÿëè ïðè âû÷èñëåíèè
ñîñòîÿíèÿ íà óðîâíå n . Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ìàòðè-
öåé ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ýòîé ïåðåñòàíîâî÷íîé
ìàòðèöû.
Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà èíàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòü F  ìíîæåñòâî è-
íàëüíûõ ñîñòîÿíèé BP D, |rt〉  ðåãèñòð, â êîòîðîì ðàçìåùåíî ñîñòîÿíèå ïîñëåäíå-
ãî l -ãî óðîâíÿ ïðîãðàììû D . Ê ìíîæåñòâó èíàëüíûõ ñîñòîÿíèé QBP Q îòíåñåì
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âñå ñîñòîÿíèÿ |i1 . . . id〉 , ó êîòîðûõ it ∈ F .
Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷åííàÿ QBP Q ïðåäñòàâëÿåò óíêöèþ f ñ òîé æå âåðîÿò-
íîñòüþ, ÷òî è èñõîäíàÿ PBP P . Îöåíèì ñëîæíîñòü ïîñòðîåííîé QBP Q â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïåðâûì è âòîðûì ýòàïàìè ìîäåëèðîâàíèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå ñëîæíîñòü
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ïîðÿäêó íå áîëåå ÷åì â n ðàç. Îöåíèì èçìåíåíèÿ ñëîæíîñòè
íà âòîðîì ýòàïå. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ñòðàòåãèè èãðû Length(D) = dk , òî ÷èñ-
ëî ðåãèñòðîâ k = ⌈log(Length(D) + 1)⌉ . Òàê êàê äëèíà ïîñòðîåííîé QBP  ýòî
÷èñëî øàãîâ â èãðå, òî, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå k , èìååì: Length(Q) =
= O(Length(D)log 3) . Øèðèíà ïîñòðîåííîé ïðîãðàììû Width(Q) = Width(D)k =
= Width(D)⌈log(Length(D)+1)⌉. Ñëåäîâàòåëüíî,
Length(Q) = O(Length(P )k),
Width(Q) = O(Width(P )c log(Length(P ))),
ãäå k, c  íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
4. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ
Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ:
êëàññè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êâàíòîâîé BP è äâà ðàçëè÷íûõ ìåòîäà êâàíòîâî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé BP. Ïðè ýòîì ïðè êëàññè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè
êâàíòîâîé BP ñëîæíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî: äëèíà ïðîãðàììû íå èç-
ìåíÿåòñÿ, øèðèíà èçìåíÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî. Îäíàêî ¾ïëàòîé¿ çà íåçíà÷èòåëüíîå
óâåëè÷åíèå ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåðÿ âàæíîãî ñâîéñòâà BP  ñâîéñòâà èçîëè-
ðîâàííîñòè òî÷êè ñå÷åíèÿ: åñëè èñõîäíàÿ êâàíòîâàÿ BP âû÷èñëÿëà óíêöèþ f ñ
áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòà, òî â ïîñòðîåííîé êëàññè÷åñêîé BP
âåðîÿòíîñòü îøèáêè ñèëüíî âîçðàñòàåò.
Ïðè êâàíòîâîì ìîäåëèðîâàíèè âåðîÿòíîñòíîé BP îñíîâíîé òðóäíîñòüþ, êîòîðóþ
ïðèõîäèòñÿ ïðåîäîëåâàòü, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êâàíòîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ðå-
àëèçóþòñÿ ïîñðåäñòâîì óíèòàðíîé ýâîëþöèè, â ñèëó ñâîåé ïðèðîäû ÿâëÿþòñÿ îáðà-
òèìûìè. Êëàññè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåîáðàòèìûìè.
Äâà ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ ïî-ðàçíîìó ðåøàþò äàííóþ ïðîáëåìó.
Ïåðâûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåò èçìåðåíèå íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì
øàãå ñ öåëüþ íàðóøèòü îáðàòèìîñòü âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó èç âîçìîæíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû òîëüêî èçìåðåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîá-
ðàòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè ýòîì â ïîñòðîåííîé êâàíòîâîé BP êâàíòîâîñòü
èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ïðîìåæóòî÷-
íîãî èçìåðåíèÿ êàê ñïîñîáà âûïîëíåíèÿ íåîáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìåíÿåò
ñëîæíîñòü ïðîãðàììû.
Âòîðîé ïðåäëàãàåìûé ìåòîä èñïîëüçóåò åäèíñòâåííîå èçìåðåíèå ïî îêîí÷àíèè
âû÷èñëåíèé. Ïðè ýòîì îñíîâíûìè ìîìåíòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå. Âî-ïåðâûõ, âåðîÿòíîñòíûé âûáîð çàìåíÿåòñÿ íà îäíîâðåìåííîå ïàðàëëåëü-
íîå âûïîëíåíèå, òî åñòü åñëè â âåðîÿòíîñòíîé Â îäèí âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü
âûïîëíÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, òî â ïîñòðîåííîé BP ñ èñïîëüçîâàíèåì
êâàíòîâîãî ïàðàëëåëèçìà çàïóñêàþòñÿ îäíîâðåìåííî âñå âû÷èñëèòåëüíûå òðàåê-
òîðèè ñ àìïëèòóäàìè, êâàäðàòû êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì âåðîÿòíîñòÿì.
Âòîðîé ìîìåíò ñâÿçàí ñ îáðàòèìûì âûïîëíåíèåì íåîáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
×òîáû îáðàòèìûì îáðàçîì âûïîëíÿòü íåîáðàòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû âûíóæ-
äåíû ñîõðàíÿòü èñõîäíûå àðãóìåíòû êàæäîé îïåðàöèè. Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïàìÿòü
íå âîçðàñòàëà î÷åíü ñèëüíî, â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìû îñâîáîæäàåì ó÷àñòêè ïà-
ìÿòè äëÿ ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ, çàïóñêàÿ íåêîòîðûå øàãè âû÷èñëåíèÿ â îá-
ðàòíóþ ñòîðîíó. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíà ïðîãðàììû âîçðàñòàåò
ÌÎÄÅËÈÎÂÀÍÈÅ ÂÅÒÂßÙÈÕÑß ÏÎÀÌÌ 57
ïîëèíîìèàëüíî, øèðèíà âîçðàñòàåò êàê Width(P )c log(Length(P )), òî åñòü ïðè òàêîì
ìîäåëèðîâàíèè ìû íå îñòàåìñÿ â êëàññå BP ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Îäíàêî
ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âàæíîé ñëîæíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé êâàíòîâûõ BP ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî k êóáèò, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèé. Äëÿ äàííîé ìîäåëè BP
k = log(Width(Q)) è çíà÷åíèå k ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîçðàñòàåò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Åñëè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ BPB P èñïîëüçîâàëîñü k áèò,
òî ïîñòðîåííàÿ QBP Q èñïîëüçóåò O(k log(Length(P )) êóáèò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
BP ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè çíà÷åíèå k âîçðàñòåò ïî ïîðÿäêó íå áîëåå ÷åì â
êâàäðàò.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îíäà ¾Íàó÷íûé ïîòåíöèàë¿
(Human apital foundation).
Summary
A.F. Gainutdinova. Quantum and Classial Simulation of Quantum Branhing Programs.
The paper views a model of branhing programs (BP). A model of lassial probabilisti BP
is onsidered along with two dierent models of quantum BP (one-measuring and many time
measuring quantum BP). Three dierent methods of simulation of BPs are presented: method
of lassial simulation of quantum BPs and two dierent methods of quantum simulation
of probabilisti BPs. Complexity of methods is proved. Comparative analysis of methods is
presented.
Key words: branhing programs, omputation omplexity, quantum and lassial
simulation.
Ëèòåðàòóðà
1. Ìàíèí Þ.È. Âû÷èñëèìîå è íåâû÷èñëèìîå.  Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 1980.  128 .
2. Feynman R. Simulating physis with omputers // Int. J. Theor. Phys.  1982.  V. 21,
No 6,7.  P. 467488.
3. Ablayev F., Gainutdinova A., Karpinski M. On Computational Power of Quantum
Branhing Programs // Pro. of the 13th Int. Symposium, Fundamentals of omputation
theory (FCT 2001, Riga, Latvia). LNCS.  2001.  V. 2138.  P. 5970.
4. Áàððèíãòîí Ä. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû îãðàíè÷åííîé øèðèíû, èìåþùèå ïîëèíîìè-
àëüíóþ ñëîæíîñòü, ðàñïîçíàþò â òî÷íîñòè ÿçûêè èç NC
1
// Êèáåðí. ñá.  Ì.: Ìèð.
1991.  Âûï. 28.  Ñ. 94113.
5. Nakanishi M., Hamaguhi K., Kashiwabara T. Ordered quantum branhing programs are
more powerful than ordered probabilisti branhing programs under a bounded-width
restrition // Pro. of the 6th Annual Int. Conf. on Computing and Combinatoris,
COCOON'2000. LNCS.  Springer-Verlag, 2000.  V. 1858.  P. 467476.
6. Sauerho M., Sieling D. Quantum branhing programs and spae-bounded nonuniform
quantum omplexity // Theor. Comput. Si.  2005.  V. 334.  P. 177225.
7. àéíóòäèíîâà À.Ô. Î ñðàâíèòåëüíîé ñëîæíîñòè êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ áèíàð-
íûõ ïðîãðàìì // Äèñêð. ìàòåì.  2002.  Ò. 14, Âûï. 3.  Ñ. 109121.
8. àéíóòäèíîâà À.Ô. Ìîäåëèðîâàíèè êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ áèíàðíûõ ïðî-
ãðàìì // Äèñêð. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé. Ñåð. 1.  2006.  Ò. 13,  1.  Ñ. 4564.
9. Borodin A., Fisher M., Kirkpatrik D., Lynh N., Tompa M. A time-spae tradeo for
sorting on non-oblivious mahines // Pro. 20th Annual Symposium on Foundations of
Computer Siene.  1979.  P. 319327.
58 À.Ô. ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂÀ
10. Ablayev F., Karpinski M. On the power of randomized branhing programs // Pro. 28th
ICALP (1996). LNCS.  Springer, 1996.  V. 1099.  P. 348356.
11. Gruska J. Quantum omputing.  MGraw-Hill Publishing Company, 1999.  419 p.
12. Sauerho M. Complexity theoretial results for randomized branhing programs:
Ph.D. Dissertation.  1998.  URL: http://ls2- www.s.uni-dortmund.de/∼sauerhof/
publiations.shtml.
13. Spalek R. Spae omplexity of quantum omputation: Dissertation.  2002.  URL:
http://e.hpi-web.de/e-loal/ECCC-These/spalek.html.
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
27.02.09
àéíóòäèíîâà Àèäà Ôàðèòîâíà  êàíäèäàò èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, àññèñòåíò
êàåäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
E-mail: aidaksu.ru
